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1. ENONC~S DES I&ULTATS 
Soit k un corps hilbertien (cf. [4J, [9]). Un tel corps peut hre defini par la 
prop&e suivante : tout ensemble fini de polynomes a deux variables 
&(t, ~),~..,fA(t, CC), i~~u~bl~ dans k[t, x], admet une infinite de sub- 
stitutions dune des deux variables dans R (disons t = to dans k), telles que 
les polyn6mes fr(t, , ~),...,f,,(t~ , X) de R[jcl qui en resultent sont encore 
irreductibles. On exclut toujours le nombre fini des substitutions t = 1, qui 
reduisent le degre d’un desfi(t, x). 
Rappelons que si R est de caracteristique zero, il suffit, dans la definition 
ci-dessus, de prendre n = 1. 11 est bien connu que toute extension de type 
fini d’un corps hilbertien est hilbertienne (cf. [8], [5]), et que Q est hilbertien. 
En outre, toute extension pure d’un corps hilbertien est hilbertienne (cf. [8]), 
et l’extension abelienne maximale d’un corps hilbertien de caracdristique 
zero est hilbertienne (cf. [7j). 
TH~o~~E 1. Soi& k un corps hi~~ti~ et C/k une extension g&isiemz 
in&i>. Supposons qua Gu~(Clk) contient un sous-groupe ouvert U, satisfaisant 
fsux conditions : 
(i) si KU est le sous-corps de Cjixe sous U, alors C est (dans une cltiture 
s4parabk k, de k) Ee compose’ de deux extensions gahn%wnes infnies 
mi/ku (i = 1,2), avecm,nm, = KU, 
(ii) toute ko-sous-extension galoi&meJinie 1 de C de degr4 [I : k,,] > 1, 
satisfait d au mains une des in&ah% 1 r~ mi # kv (i = 1,2). 
AIors le corps C est hilbertien. 
* SubventionnC partiellement par la Soci& Math~matique du Canada, Institut 
d’Ct& 1968. 
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COROLLAIRE 1. L’extension abt%etme (separable) maxim& tib d’un corps 
hilbertkn est hilbertienne. 
COROLLAIRE 2. L’extension nilpotente (separable) maximale knfl d’un corps 
hilbertien est hilbertienne. 
COROLLAIRE 3. Soient k un corps hilbertien et 1 une extension galoi&nne 
injnie de k de groupe de Galois un produit direct d’un nombre inf;ni de groupes 
simples non-commutatif... Alors k corps compost! de 1 et de k&, extension rt!soluble 
(separable) maximale de k, sont hilbertiens. 
Demonstration des Corollaires. On voit aisement que pour tout nombre 
premier p la p-extension abelienne maximale d’un corps hilbertien k est de 
degre intini. I1 s’ensuit que les groupes profinis Gal(tib/k) et Gal(Kn”/k), 
produits directs de leurs p-sous-groupes de Sylow, sont de la forme P x H, 
oh P est un p-sous-groupe de Sylow, et oh I’ordre de H comme nombre sur- 
nature1 n’est pas divisible par p. De tels produits directs P x H definissent, 
selon la th6orie de Galois, deux sous-extensions de kLb/k (ou de kn”/k), 
lineairement disjointes sur k, avec les propriettb (i) et (ii) du Theo&me 1. 
Quant au Corollaire 3, ii suffit de remarquer qu’une extension resoluble de k 
et une extension de k de groupe de Galois nonabelien simple, sont toujours 
lineairement disjointes sur k. 
Remarque. Les corollaires du Theo&me 1 repondent h une question qui 
m’a et6 posee par Jean-Pierre Serre : si k est hilbertien, est-ce qu’un corps 
hilbertien entre k et k, a la propriM que toutes ses k-sous-extensions sont 
aussi hilbertiennes? En effet, si le corps hilbertien k contient les racines 
p-iemes de l’unite, alors le corps k(p), la p-extension maximale de k, n’est pas 
hilbertien, comme l’on voit en prenant le polynome f(t, X) = XP - t. Cepen- 
dant, d’aprb le Corollaire 2, l’extension k nll de k(p) est hilbertienne. 11 faut 
remarquer aussi que Q admet une infinite d’extensions differentes de groupe 
de Galois un groupe alter& de degrt n > 5, comme Hilbert l’a demontre 
(cf. [4]). Le corps Qe” n’est hidemment pas hilbertien. 
Dans le Theo&me 2 on etudie certaines proprietes du groupe de Galois G, 
de la cloture separable k, d’un corps hilbertien k. On sait que, si k = Q, alors 
G, n’admet pas de sous-groupes non-triviaux fern&, invariants et pro- 
resolubles (cf. [IO]). On a le thCor&me plus general suivant. 
THBOR~ME 2. Soient k un corps hilbertien et p un nombre premier. Soit 
G(p) (resp. Grew) le groupe de Galois de la p-extension (separable) maximale 
k(p) de k (resp. de l’extension resoluble (&parable) maximale #Q de k). Alors: 
(a) Si k contient les racines p-i&nes de l’unitt ou si p est e’gal a la 
114 KUYK 
caract&istique de k, le groupe G(p) ne contient aucun sowgroupe non-trivial 
fmnk, invariant et abelien. 
(b) Le groupe @ n’a aucun sowgroupe non-trivial fend’, invariant 
et abt%n. 
(c) Le groupe GI, ne contient awun sous-groupe non-trivial ferm’, 
invariant et pro-resoluble. 
COROLLAIRK. Sous les hypotheses du Theorkne 2, les centres des groupes pro- 
finis G(p), ch et G, sont triviaux. 
Les demonstrations des theoremes s’appuient de facon essentielle sur 
quelques rbultats concernant les invariants attaches a certaines extensions 
de groupes (le produit complet de groupes, cf., 5 2) et sur des probl&mes 
correspondants d’extensions de corps. 
2. UN PROBLtiMED'JZXTENSION DE CORPS 
Dans les demonstrations des ThrZoremes 1 et 2 on est conduit h resoudre un 
probleme du type suivant. On se donne une extension k/k” de corps de 
groupe de Galois B, et on doit trouver une extension galoisienne m/k” de 
groupe de Galois Gal(m/k”), t 11 q e e ue 1 a suite exacte de groupes de Galois 
0 + Gal(m/k’) + Gal(m/k”) + Gal&‘/k”) -+ 0, (1) 
soit une suite exacte prescrite. Dans l’application on prend pour Gal(m/k”) 
un produit complet de deux groupes. 11 faut rappeler comment le produit 
complet A . B de deux groupes A et B est defini. Pour tout b E B, soit 
hb : A -+ A, un homomorphisme bijectif de groupes. Alors A . B est ,un 
produit semi-direct du produit direct AB des groupes Ab(b E B) et de B. Plus 
precisement, A * B est l’extension de groupes “splitte” definie par la suite 
exacte 
O+A*-+A.B+B+O, (2) 
l’action de B sur AB &ant donnee par les formules 
bas,rb-l = agfb , (3) 
oti b, b’ E B et ab = h,(a) pour tout a E A. Pour la definition et les pro- 
priCtCs de A . B le lecteur doit se referer a [6] et [7]. 
PROPOSITION 1. Soient k” un corps hilbertien et k’/k” une extension 
galoisienne jinie de groupe de Galois B. Soient k”(t, ,..., t,) une extension 
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pure de k”, et L/k”(t, ,,.., t,) une extension gabihme &tie de groupe de 
Galois A. Supposons que le Corps L est k”-lin4airement disjoint a% R’, une cl&we 
alg&rique de k’ contenue dans une cl&we alg&ique de k”(t, ,..., t,,) qui contient 
L. Ahs il existe une extensitnz gal oisienne m/k” wntenant k’, de groupe de 
Gabis A * B, de sorte que la suite exaete (1) &n&de avec la suite exacte (2). 
I. 
Dhwtastration. Soient [k’ : k”] = m, et T = {ti3 1 i = I,,.., n; j = I,..., W} 
un ensemble de nm indeterminees, algebriquement libre sur k”. Soit k” = k(y). 
Posons tik = tk pour k = l,.,., n, et supposons que y = y1 ,..., y,,, sont les 
R’-conjugu4.s de y. Formons les expressions tiij = t, + t,,y, + *** + tfmyy-l 
. . pour t = 2 ,..., n et j = l,..., m. On voit ~m~diatement que l’ensemble U de 
tout les r+‘s est algebriquement equivalent a l’ensemble 2’ sur k”. Puisque U 
a la m$me cardinalit que T, il suit que U est un ensemble libre sur k”. 
Pour tout j(1 < j < m) on considke l’ensemble lJj = {%,. ,..., uni) et on 
d&nit un isomorphisme de corps o3 : k”(t, ,..., t,J + k”(U,) par l’application 
uj(tj) = r+$ . L’isomorphisme ej s’etend & un isomorphiime tY$ de la cloture 
afgebrique de k”(t, ,..., t,J avec une cl&ure algebrique de k”(Uj) contenant k’. 
OIT obtient ainsi que le corps L* = O,(L) est une extension galoisienne de 
k”(Uj) de groupe de Galois A, g A, qui est k”-lineairement disjointe de K’. 
On, suppose que les corps L, (j = l,..., 
algebrique fixe de k’(U) contenant K’. 
m) sont contenus dans une cloture 
I1 est tout a fait clair que les corps L, ,..., L, sont algebriquement indepen- 
dants sur k”, parce que les ensembles U, ,..., U, le sont. 11 s’ensuit que le 
corps compose L des Lj est galoisien sur k”(U) de groupe de Galois isomorphe 
au produit direct TAj des A,(j = l,..., m). Puisque L est k”-lineairement dis- 
joint de k’, l’adjonction de l’element y a k”(U) et L ne change pas le groupe de 
L/k”(U), c’est-a-dire, on a G~[L(y)~~(U)} = WA, . Observons maintenant 
que k’(U) = k’(T); d one les k”(T)-automo~hism~ de K’(T), pe~u~~ons 
de K ,--., ym , permutent les corps L, ,..., L, , respectivement, suivant le 
groupe B = Gal(k’/k”) = Gal[k’(T)/k”( T)]. Ainsi le corps N = L(y) est 
galoisien sur k”(T), et, par la theorie de Galois, on peut conclure que le groupe 
G = Gal[N/k”(T)] admet une suite de decomposition 
G I> Gal[N~~~T)] D Gd[NP’(L, , T)], 
dont les facteurs successifs sont isomorphes a B et A, , respectivement. Le 
corps N est la plus petite extension galoisienne de k”(T) eontenant k’(LJ; en 
d’autres termes, Gal[N/k’(L, , T)] est anti-invariant dans G(c’est&dire, le 
seul sous-groupe de Gal[N/k’(L, , T)] qui est invariant dans G est le groupe 
trivial). Par consequent, le groupe B a&t sur les m groupes A,, conjug& des 
groupes A, dans G, dune fac;on reguliere, ce qui implique que G est iso- 
morphe a A . B. 
Finalement, soit 6 un element de N tel que N = k”(T, 8) et soit 
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f(Z 4 E WV x son polynome irreductible. Alors on peut par des substi- 1 
tutions successives [t, dans le corps hilbertien k”( T\{t,}), etc....] obtenir un 
polynome f(x) E k”[x] de groupe de Galois A * B, dont le corps des racines m 
verifie les conditions de la proposition. 
COROLLAIRE. Dans la situation de la proposition soit L le corps des racines 
d’un polynome irreductible g(tr ,..., t, , X) E k”(t, ,..., tn) [xl. Alors le corps 
L, construit dans la demonstration precctdente est le corps des racines du 
polynome g(uu ,..., z+ , X) E k”(U,)[x]. P armi l’ensemble de toutes les sub- 
stitutions tij H k, E k” qui rendent les polynomes f( Z’, X) et g(un ,..., ~,r , X) 
irreductibles, il y en a une infinite telles qu’un des elements 
kil + ki*Y + “’ + kimYm-l 
engendre l’extension K’ sur k”. 
En effet, l’element tiI + tiay + k,yB + **a + kimym-l de VI est un gen&a- 
teur de l’extension k’(T)/k”(T), et il y a seulement un nombre fini de ki, E k” 
qui rendent I’Clement ttI + k,y + .** + kimym-l &al ?I un de se-s k”(t,,)- 
conjugues. 
3. DBMONSTRATIONDUTHCOR~JI 1 
Fixons d’abord quelques notations. Le corps C du Theo&me 1 est une 
k-sous-extension d’une cl6ture algebrique fixe k de k, contenant une cloture 
separable k, de k. Soient C(l) une extension pure de C, et f(t, x) E C(r)[x] un 
polynome irr&Iuctible de corps des racines C’. Soient C” la C(t)-sous-exten- 
sion galoisienne maximale de C’, et g(t, X) E C(t)[x] un polynome irrMuctible 
dont le corps des racines est C”. L’extension C/C” est radicielle et nous 
dbignerons le groupe Gal[C’/C(t)] par G. On va demontrer que le polynome 
f(t, .a) est irr&ductible pour un nombre infini de valeurs t = to dans C. Quitte 
a diviser f(t, X) par un Clement de c[t] on peut supposer que f(t, x) est un 
polynome unitaire. 
Soit U un sous-groupe ouvert du groupe Gal(C/k) satisfaisant aux condi- 
tions du Theo&me 1. Alors il exiate une k-sous-extension galoisienne finie 
k,, de C telle que f(t, x), g(t, X) E ka((t)[x], k” C K, , le corps des racines S, du 
polyn6me f(t, x) satisfaisant B [S, : k&)] = [C : C(t)]. Le corps S, contient 
le sous-corps S, , engendre sur h(f) par toutes les racines de g(t, x) et on a 
Gd[S,/k,(t)J z G. 
Lea hypotheSea du Theo&me 1 impliquent que C contient deux k,,-sous- 
extensions galoisiennes infinies m, et m, telles que 
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et, si i&(y)/K, (y E C) est ‘galoisienne, aloe on a ou bien k&) n R # ks , ou 
bien k,,(y) n ms # Ks . Dans ce qui suit on va choisir un Clement y E C\S, 
avec les propriMs R&)/k, est galoisienne, 
k&, t) n S, = h(t) et k&y) i? ftlj # k, pour i = 1,2. 
Cela est possible, car, evidemment, S, est ~~-lin~ement disjoint de C et de 
C(t)* 
Soient p > 0 la caract&stique de k et h le plus grand des entiers h tels que 
f@t 4 E Wwl~ et Ccrivons f(r, x) = g’(t, x”). Alors le polynitme 
g’(t, y) E &(~)[JJ] est irreductible. D’apr&s la theorie des extensions insepara- 
bles, Ie corps S,, des racines de g’(t, y) est egal B S,, , et on peut done supposer 
que g(t, x) et g’(t, X) sont identiques. On a les CgalitCs 
[Sf : b(t)] = [S, : ko(t)]* * [S, : k,(t)], = [S, : h(t)] - [S, : S,] = n *PA, 
ou n est l’ordre de G et ph le degre d’inseparabilite de S,&(r). Remarquons 
Que, si f(t, h) = 0, 1 a ors le corps ks(t, X) contient le corps S, si et seulement 
si t’equation gft, X) = 0 est une equation normale. 
Si la caract&istique de k est &al a zero, alors on prend h = 0 et tout ce 
qk’on va dire vaut dans ce cas. 
Choisissons maintenant un element y E C\S, comme sp&cific! ci-dessus. 
Definissons un automorphisme B de k,(y, t) par les substitutions n(r) = y, 
I = t + y. L’application P se prolonge a une place de C’, con&ante sur 
C, [resp. a une place de S,(y) et S,(y), constante sur k,,(r)], dans une cloture 
algebrique de h(t) contenant 6. Soient S,., et S,,, les corps des racks des 
polyn8mes w[ f(t, x)] = f(t + y, X) et vr[9(t, x)] = g(t + y, X) engendres sur 
k&y, t), alors on a S,, C S,,, et S, et S,,, (resp. S, et S,,) sont h(y)-iso- 
morphes. 11 s’ensuit que les polyncimes f(t + y, X) et g(t + y, x) sont irreduc- 
tibles dans &(y, tffx]. Le fait que C est k,-lintairement disjoint de S, entralne 
we G~~(S*.~~~(Y, tll E G et EL, : S,,,] = ph, le degrk ~i~~p~abilit~ 
Designons le corps &(c’ n k\C(t)], extension quasi-galoisienne de ks 
contenue dans la cloture algebrique de k,,(t) choisie ci-dessus, par le symbole 
S. 11 est clair qu’on a S C S, , et, par consequent, S C S,,, et 
[S : bl = [S(Y) : kM~ 
parce que S engendre la plus grande C-sous-extension quasi-galoisienne de C, 
tandis que l’adjonction de C g S, , S,,, , k*(t) ne change pas le degre des 
extensions S,/&(t) et S,.,/$(y, t). Designons le corps S n k, par s’. On a que 
s’(y, t) est la plus grande ~~(~)-sous-extension galoisienne de S,, . 
Avec ces notations on peut donner la d~monst~tion du Thkoreme 1. 
481/14fr-8 
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D&mstrution du Tht!ort%ne 1. ConsidCrons la tour d’extensions algCbri- 
ques de corps 
W) c MY, 4 c s’(Y’ 4 c s,,, c s,,, * (4) 
De ce qu’on a dit ci-dessus il est clair que Gal[S,,,/k&, t)] s G, et que le 
corps S,,, est S’(y, t)-1inCairement disjoint de k, . Rappelons que 
C(t) n W) = &I($ 
et, par consCquent, que S’(t) n k,(y, t) = k,,(t). Cela signifie que les dtcom- 
positions deg(t + y, X) en facteurs irrCductibles dans S’(t + r)[x] et S’(y, t)[x] 
sont les-memes (& une permutation des facteurs prb). l?crivons 
oh gi(t + y, X) E S’(t + y)[x]. Soit Gal(S,,,/S’(y, t)) E A. On dtsigne le 
groupe de Galois du polynBme gl(t + y, X) E S’(y, t)[x], sous-groupe de A, 
par A, . Le corps des racines L,/S’(y, t) de gl(t + y, X) est S’(y, t)-liniiaire- 
ment disjoint de k, . Soit Gal[k&)/k,] = B. 
Quitte a remplacer y par un autre Clement 7 de k,,(y) ayant la propriM 
k,,(y) = k,(y), on peut supposer que la plus petite extension galoiaienne 
A’(&) de S’(t) contenant L, a le groupe de Galois A . B. Cela se voit en 
appliquant la construction de la Proposition 1 pour n = 1, comme suit. Au 
lieu de dkfinir la substitution r(y) = y, r(t) = t + y comme ci-dessus, on 
aurait pu d&inir P(Y) = y, n(t) = 1 + t,y + *a* tmym-l oh ltl = [k&) : kO], 
et oti T = (1, t, ,..., t,} est un ensemble de variables, libre sur k,, , qu’on 
adjoint a k, . Tout ce qu’on vient de dire concernant S, et S,,, reste valable 
si on prend k&t2 ,..., t,,,) au lieu de k, comme corps de base. La Proposition 1 
montre que le groupe de Galois de la plus petite extension galoiaienne de 
S’(T) contenant le corps des racines de g,[n(t), X] est A, * B. Or, puisque le 
corps k, est hilbertien, en vue du corollaire de la m&me proposition, on trouve 
qu’il y a une infinitC d’C1Cments ki E k, (i = 2,..., m) tels que les substitutions 
ti = ki donnent une extension N&)/S’(t) de groupe de Galois A, * B, tandis 
que l’&ment 7 = k,y + .*a + k,y+-l engendre k&)/k, . 
Soit Nt la plus petite extension quasi-galoisienne de k,(t) contenant S,,, . 
11 y a une infinit6 des ClCments t, E k, de sorte que la substitution t = t,, donne 
naissance a une place de iVt dans K u {co>, constante sur S, le corps r&duel 
Nt, dans k ayant la propri&tC [Nt : ko(t)] = [NtO : k,], tandis que 
est irrkductible. Cela est clair, car k, est hilbertien et le corps Nt est d&er- 
minC par un nombre fini de polyn6mes p,(r) x),..., pn(t, x), irrCductibles dans 
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k&)[x]. On peut, p ar example, prendre pour pl(r, x) et P&, w) le produit de 
tous les Gal&&, t)/k,,((t)]-conjuguks de f(t + y, x) et g(t + y, x), respective- 
merit. En vue du fait que le corps des racks de f(t + y, X) sur ks(t) n’est pas 
nkssairement quasi-galoisien, on pour&, d’ailleurs, avoir besoin de plus 
de deux polyn6mes. 
Fixons un tel t,, E k, et choisissons une telle place Q de Nt de corps r4siduel 
Nt,. On a u[s’(y)] = s’(y). Le polyn6me g(ts + y, X) E k,,(y)@] est done 
irr&iutiible. La d~~rn~~tion (5) donne une d~mp~ition de g(ts + y, X) 
en facteurs irreductibles 
dans S’(y)[x]. Maintenant on a une tour de corps 
&J cS’ c s’(y) c m&)1, (6) 
ou Gal(u[N(&)]} = A, * B. Afin de demontrer que le polyn6me f(t, + y, X) 
*est irreductible dans c[xJ, il est dvidemment suffisant de prouver i’kgalite 
4%) n c = MYI* 
Four ce faire, on remarque d’abord que f(t, + y, X) E C@] reductible 
em-ah2 o(sj.,) n C # MYI, ce qui entrame u(S,,,) I? C # As(y), en vue 
de la separabihte de C&, . La derniere inegalitt montre que i’adjonction 
de C a a(S,,,) et s’(y) conduit a la reduction du groupe de Galois A, d’au 
moins un des polyn6mesgi(to + y, x) E s’(y)[x], et, puisque C/k, est galoisien- 
ne, a la reduction de tous les Ai(i = l,..., A). On a done 
4J n s’(C) = s’(Y, 3 # s’(Y). 
Les hypotheses faites sur m, et ms , et l’egaiid S n C = 4 entrainent ou 
bien WY, 4 n S(Y, 4 # S(Y) ou bien s’(y, h) n s’(y, ms) # s’(y). 
Supposons S(y, X) n s'(y, ml) # s’(y). Alors il existe un h, E 2?(y, X) tel 
que /\11 E m, , X, E ~~)~~(~). Soit lza E Go un automo~h~me tel que 
wsy # y; il y a de tels automorphismes parce que par construction mt?me on 
a k&y) n m, # k, . Soit +.a une extension de zs 8 k,fk,, , de sorte que 7Tg agit 
trivialement sur les elements de m, et de 5”. Rappelons que tout automorphii- 
me de k,/s’, extension d’un automorphisme non-trivial de s’(y)/s’, permute 
les S’-conjugub du corps u&r) dans o[N(L,)]. Ces corps sont en vue dela 
structure de groupe de Galois Al * B, deux-a-deux S’(y)-lintairement 
disjoints. On a done, en particulier, l’inegalid fish1 # hl parce que 
%ML;1>1 n o(k) = S’(Y)- M ais ceci est clairement en contradiction avec 
l’egaiite ~?a& = h, . 
Finalement, soient fi(t, x),...,f,,(t, X) un nombre fini de polynomes, 
irreductibles dans C(t)[xf. Afin de demontrer qu’il y a une infinite d’elements 
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t = t, dans C tels quefd(t, , X) E C[ x sont irreductibles, on remarque d’abord ] 
qu’on peut trouver une extension galoisienne finie k,/k telle que k,(t) est, 
une fois pour toutes, un corps de base (dans le sens explique ci-dessus pour 
fr(t, x)) pour tous les corps des racines des polynomesfJt, ~)(i = l,..., n). On 
considere alors l’extension composee de tous ces corps dans une cloture 
algebrique de k,(t) et on trouve une infir& de substitutions t = t,, + y(y E C), 
telle que le degre de la plus petite extension de k,,(y, t) contenant toutes les 
racines de tous les polynomes fi(t, x) ne se reduit pas. Ceci conduit imme- 
diatement au resultat cherche. 
Remarque. Le Theoreme 1 est, en quelque sorte, le meilleur qu’on peut 
desirer. Une extension Cfk satisfaisant a la condition (i) du Thkoreme 1 ne 
doit pas &tre hilbertienne, comme le montre le contre-exemple suivant 
(du ?I W. Franz [2]). Soit p un nombre premier quelconque, et soit Q(P) le 
corps compose de toutes les extensions de Q de la for-me Q(6), ou 8 est une 
racine p-i&me d’un Clement de Q. Alors Q(P) contient le corps hilbertien 
Q(h,), oh A, est une racine (primitive) p-i&me de l’unitt. Gal[Q(“)/Q(&)] est 
isomorphe a un produit direct de groupes cycliques d’ordre p. La propriM 
(ii) du ThCoreme 1 n’est Cvidemment pas satisfaite, et Q(p) n’est pas hilbertien. 
4. DEMONSTRATION DU THBOR~ME 2 
Le plan de la demonstration du Thkoreme 2 est comme suit. On suppose 
qu’il existe un sous-groupe invariant ferme de G, [resp. G(p) et cc”] avec les 
proprietes de I’CnoncC. Soit 1 le sous-corps de k, [resp. de k(p) et #“I cor- 
respondant au groupe H. Dans chacun des trois cas il y a une tour d’extensions 
de corps 
KCZCl’Ck,, (6) 
oti l/k est une extension galoisienne, I’ll une extension galoisienne de groupe 
de Galois un groupe cyclique Z/qZ d’ordre un nombre premier q, 1’ &ant un 
sous-corps de k, [rexp. k(p) et de k*]. I1 est clair qu’il existe une extension 
galoisienne finie k”/k et une extension galoisienne R’/k” de groupe de Galois 
Z/q.& telle que 1’ est le corps compose de k’ et 1 (dans la cl&ure separable k, 
de k). On va deduire de ceci une contradiction comme suit. On construit une 
extension galoisienne m de k” telle que 
k” C k’ C m, 
et telle que les conditions suivantes sont satisfaites: 
(i) Gal(m/k”) est non-resoluble (resp. non-abelien). 
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(ii) Le corps m est un sous-corps de k, [resp; de k(p) et de #“I. 
(iii) Le groupe de Galois Gal(k”(Z, m)/Z) est un sous-groupe non- 
resoluble (resp. non-abelien) de Gal(m/k”). 
La prop&e (iii) est, Cvidemment, en contradiction avec l’existence du 
groupe H. 
Le corps m est construit en appliquant la Proposition 1. Le groupe 
G = Gal(m/k”) sera un produit complet A * B, oh B = Gal(k’/k”) et A est 
un groupe choisi convenablement. On cherche a faire coincider la suite 
exacte (2) et la suite exacte de groupes de Galois (l), ce qui evidemment, 
revient B resoudre un probleme d’extension de corps correspondant a l’exten- 
sion de groupes (2). Remarquons que k”, comme extension finie du corps 
hilbertien k, est lui-meme hilbertien. On emploie la proposition suivante. 
PROPOSITION 2. Soient k” un corps hilbertien et k/k” une extension galoi- 
sienne jinie de groupe de Galois B. Soit A un groupe transitif de permutations 
d’un ensemble fini X, X a&&riquement irreductible par rapport li k”. Supposons 
que le sous-corps k”(A) de k”(X) de tous les A-invariants soit une extens%m 
pure de k”. Alors il existe une extension galoisienne jmie m de k”, contenant k’, 
de groupe de Galois Gal(m/k”) = A ’ B, de sorte que la suite exacte (1) 
coi:ncide avec la suite exacte (2). 
En effet, on remarque que l’extension k”(X)/k”(A) de groupe de Galois A 
est k”(A)-lineairement disjointe de toute cloture algebrique de k. On peut 
alors appliquer la Proposition 1. 
COROLLAIRE. Sous les hypotheses de la proposition soit B le groupe trivial. 
Alors on retrouve un theor&ne bien connu de E. Noether (cf. [l 11). On peut alors 
construire des extensions m de k” de groupe de Galois A * B g A. 
Specifions maintenant le groupe A. 
Si H est un sous-groupe invariant ferme pro-resoluble de Gk alors on va 
prendre pour A un groupe symetrique S,, d’un nombre de n > 5 lettres. Le 
corps k”(S,) est engendre par la k”-base pure des n fonctions Clementaires 
symetriques. 
Si H est un sous-groupe invariant pro-abelien de G(p), p # 2, alors on 
choisit A = Z/pZ, groupe cyclique de permutations de p lettres. Le corps 
k”(Z/pZ) admet une k”-base pure si p n’est pas egal ?I la caracteristique de k 
et si les racinesp-iemes de l’unite sont dans k”, selon un rbultat de K. Masuda 
(voir [7]). Si p est egal ?I la caracteristique de k”, le corps k”(Z/pZ) possede 
encore une k”-base pure d’apr&s un resultat de W. Gaschiitx (cf. [3]). Dans 
le cas p = 2, on peut choisir A = Z/42. Le corps k”(Z/42) est k”-pm d’apres 
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un r6suItat de F. Seidelmann (cf. [t-l]) si 2 ne divise pas la caracteristique 
de k”, et d’apr&s W. Gaschiitz (10~. cit.) autrement. 
Finalement, soit H un sous-groupe invariant pro-abelien de Grd et p > 2 
un nombre premier different de la caracteristique de k”. Quitte B remplacer 
k par une de ses extensions galoisiennes (abehermes) on peut supposer que 
k contient les racines p-itmes de l’unid. Alors, comme on l’a deja remarqd, 
k”(ZjpZ) est une extension pure de k”. 
Le choix des groupes A nous permet de construire une extension galoisienne 
k” C k’ C m satisfaisant aux conditions (i) et (ii), la suite exacte de groupes 
de Galois Ctant 
O-+A3-+A~Z/qZ~Z~qZ-+0 
oti AB = Gal(m/k’), Z/qZ = Gal(k’/k”), et A comme spCcifiC ci-dessus. Afin 
de demontrer que le corps compose k”(m, Z) satisfait Cgalement 3 la condition 
(iii), on demontre la proposition suivante. 
PROPOSITION 3. Sot&t A - Z/qZ le produit complet de A et du groupe 
cyclique Z]qZ, et 7~ : A * ZjqZ -+ C un ~pimwpkisme a’e graupes tel que Her(w) 
contient b sous-groupe Z/qZ de A * Z/qZ. AEors on a: 
(a) si A = S, , groupe symhique de &grC n 2 5, alon Ker(lr) est 
non-rt%oluble. 
(b) si A = ZjpZ, p > 2, alms Ker(=) est mmab&m 
(c) si A = Z/42, et q = 2, alors le gmupe Ker(n) est non-&lien. 
D~tratim. Denotons le groupe ZipZ par B, et l’element neutre de 3 
par e. En appliquant ~homomo~hisme T aux relations 
b4Jb&-” = ab’b (U E A; b, b’ E B), 
on trouve que pour tout a E A et pour tout b E B on a +b) = ~(a,). En 
d’autres termes, I’image de tout facteur direct A,, de AB est le groupe C tout 
entier. ConsQquemment, C doit &re abelien. Prouvons les trois cas de la 
proposition. 
(a) Si A = S,, et C non-trivial, alors il y a seulement une possibilite 
pour C, savoir C = Z/2X. 11 est clair que Ker(n) n’est pas resoluble. 
(b) L’hypothese A = Z&Z entrahre C = ZipZ. Soit c un generateur 
de A. Alors, puisque p > 2, pour tout b E B l’&!ment (cr”, cb , l,..., 1) de 
AB est dans Ker(?r), et ne commute pas avec un element k # e de B. Cet 
argument montre en m&me temps pourquoi on s besoin du groupe Z/42 si 
q = 2 dans le cas (c). 
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Dhonstration du Tkhrhe 2. La Proposition 3 s&it pour la demonstra- 
tion. En effet, puisque Z/k est une extension galoisienne, l’adjonction de 
l’ensemble 2 a k” implique que Gal[k”(nr, 1)/Z] est un sous-groupe invariant de 
Gal(az/k”) = A * Z/q& qui se projette sur le groupe B = Z/q2 via l’homo- 
morphisme canonique A - B + B. Or, soit m : A * B + C un homomorphis- 
me surjectif tel que B n’est pas dans Ker(n). Alors 71(B) = Z/q2 et l’on a un 
diagramme commutatif 
O+ AB -A-B+ B -0 
1 1 1 
O+r(A*) -+ C +a(B)-+O, 
ce qui demontre que Ker(n) est contenu dans AB, et par consequent, ne se 
projette pas sur le groupe B. 
Remarque 1. L’hypothese faite sous (a) dans le Th6oreme 2, que k con- 
tienne les racinesp-iemes de l’unid, est pour des raisons purement techniques. 
On sait seulement que pour p = 2,3,5,7, et 11 le corps des Z/pZ-invariants 
est une extension pure de k, pour k arbitraire. On sait maintenant que pour 
p = 47, par example, le corps des Z/pZ-invariants n’est pas pure, si k = Q 
(du a R. Swan, voir le papier “Invariant rational functions and a problem of 
Steenrod,” a paraltre). 
Remarque 2. Sous les hypotheses du Theo&me 2, soit k de caracteristique 
p. Le fait que le groupe G(p) ne contient aucun sous-groupe nontrivial ferme, 
invariant et abelien, decoule aussi du fait que G(p) est un pro-p-groupe libre 
d’un nombre minimal de generateurs > 1. Le groupe C(p) est libre d’apr&s 
la theorie cohomologique des groupes de Galois: on a cd,[G(p)] < 1 (cf. [12], 
11-4). Puis, en employant le fait que sur k les Z/pZ-invariants admettent une 
base pure (cf. [3]), on voit qu’on peut construire une extension l/k de groupe 
de Galois un produit direct d’un nombre infini de groupes Z/pZ. Ceci impli- 
que dim Hi[G(p), Z/pZ] > N, , ce qui est bien ce qu’on veut prouver. 
Remarque 3. Soit k un corps hilbertien, p un nombre premier quelconque, 
et P le pro-p-groupe de Sylow de Gk . Alors on peut appliquer la m&me 
methode pour demontrer que P ne contient pas de sous-groupes non-triviaux 
fern&, invariants et abeliens. Cela decoule de l’observation que le sous- 
corps k(P) de k, , fix6 par P, est un corps p-hilbertien, c’est-a-dire, k(P) a la 
propriete hilbertienne pour des polynomes fi(t, x)(i = l,..., n) dont les 
racines engendrent des extensions de k, de degre une puissance de p. 
Remarque 4. Soit k algebriquement ~10s. Alors le corps k(t), t une varia- 
ble, est un corps hilbertien pour lequel la propriete (a) du Theo&me 2 est a 
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priori v&if%, parce qu’on sait (cf. [12], II-lo) que G(p) est un pro-p-groupe 
libre. De plus, si k = C, le corps des nombres complexes, alors on sait que 
Gk est un groupe profini libre d’un nombre de & gCnCrateurs (cf. [l]). Dans 
ce cas, done, aussi les propriMs (b) et (c) sont vCrifiCes. De tels corps k(t) 
sont de dimension diophantienne 1 (c’est-A-dire ils sont (C,), dans la termino- 
logie de [ 123). Q ue s 1 corps hilbertiens sont en m&me temps de dimension 
disphantienne 1 I 
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